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% Jarostaw Deminet

Znany nam dzi$ sposéb zapisu wzoréw matematycznych pisany priorytet. Przyjmujemy, ze cztery podstawowe dzia-
ma kilkaset lat. Znaki + i - pojawity sie po raz pierwszy  tania wyliczamy w kolejnosci od lewej do prawej, najwyz-
w podreczniku,Szybki i piekny rachunek dla stanu kupiec- szy priorytet ma potegowanie, dalej mnozenie i dzielenie,
kiego” w Lipsku w 1489 r. (Johann Widman)', ale jeszcze a najnizszy - dodawanie i odejmowanie, tzn.

w XVII w. Francois Viete rownanie trzeciego stopnia za-

pisywat nastepujaco: ,A cubus minus Z quadrato ter in a-b/c-d = (a-(b/c))-d

A aequatur Z cubo” (chodzito o x3-3r2x=r3). Trudno nam

sobie dzi$ wyobrazi¢ zapisywanie w ten sposéb rozbudo- W przypadku potegowania wygodnie jest przyja¢ odwrot-
wanych wzoréw, na szczescie teraz korzystamy z wygod-  ny kierunek:
niejszej notacji.
abc =a(bc)
HE B
== Pomysty na jednoznacznos¢ zapisu poniewaz w przeciwnym przypadku wzér mozna zapisac

po prostu jako iloczyn wykfadnikéw:
Dzi$ zapiszemy przyktadowe wyrazenie matematyczne np. tak:

(ab)c = a(bxc)
232/(7+6-9)x2

Po wstawieniu nawiaséw wynikajacych z zasad tacznosci
Podstawowymi elementami fgczacymi symbole terminalne mozemy nastepujgco przepisaé powyzsze wyrazenie i wy-
(state lub zmienne) sg tu dwuargumentowe operatory: +, -, liczy¢ jego wartosc:
%, / i operator potegowania. Kolejnos¢ wykonania odpowia-
dajacych im dziatan (a wiasciwie ich hierarchie w wyrazeniu) ((2(32))/((7+6)-9))x2 = ((29)/(13-9))x2 = (512/4)x2 =
okreslaja nawiasy, a gdy ich nie ma - zasady tacznoscii przy- 128%x2 =256

T A.P.Juszkiewicz (red.), Historia matematyki. PWN, Warszawa 1975.
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Informatyka i historia

Uniwersalna i jednoznaczna forma przedstawienia
wyrazenia matematycznego jest drzewo, w kto-
rym kazdym weztem jest operator, a krawedziami
(gateziami) - jego argumenty. Drzewo naszego
przykladowego wyrazenia wyglada nastepujaco
(zgodnie z informatyczng tradycja operator pote-
gowania jest oznaczony symbolem A):

N
PN
VANVAN
/\ /\

Mozna sobie zadac pytanie: czy da sie jednoznacznie za-
pisa¢ takie wyrazenie bez stosowania nawiaséw i bez do-
datkowych zatozen dotyczacych priorytetéw oraz kierun-
ku tacznosci operatorow? Odpowied? jest prosta: tak, jesli
najpierw potraktujemy operatory jako (dwuargumentowe)
funkcje, np. +(a, b) bedzie oznaczac a+b, i zapiszemy wyra-
zenie nastepujaco:

x(/(l\(2, A(3I 2))1 '(+(7r 6)1 9))1 2) = X(I(A(zl 9)1 '(1 31 9))1 2)
=x(/(512,4), 2) = x(128, 2) =256

Taka notacja funkcyjna jest podstawa jezyka programo-
wania Lisp.

Okazuje sie, ze mozemy teraz opusci¢ wszystkie nawiasy,
a zapis zachowa jednoznaczno$¢ (dla czytelnosci wprowa-
dzono przecinki, ale mozna je poming¢):

xlll AI 21 AI 31 2!'!+r7761912

Taka technika jest znana jako prefiksowe przechodzenie
(trawersowanie) drzewa - po dojsciu do wezta zapisujemy
najpierw jego symbol, a nastepnie po kolei rekurencyjnie
przechodzimy przez jego poddrzewa, od lewego do pra-
wego. Latwo sie przekona¢, ze na podstawie takiego ciaggu
symboli — znajac liczbe argumentéw kazdej funkgji (w na-
szym przypadku wynosi ona zawsze dwa) - mozemy jedno-
znacznie odtworzy¢ cate drzewo. Wystarczy wstawi¢ nawias
otwierajacy po kazdym operatorze, a nastepnie nawias za-
mykajacy po zebraniu wymaganej liczby argumentéw.

Taki wtasnie beznawiasowy sposéb zapisu wyrazen zapro-
ponowat prof. Jan tukasiewicz, polski logik, matematyk i filo-
zof- stad nazwa ,notacja tukasiewicza” albo ,notacja polska”
(ale takze ,notacja prefiksowa”). Doktadniej, Lukasiewicz sfor-
mutowat notacje dla wyrazen logicznych ze standardowymi
operatorami negacji (N), koniunkgji (K), alternatywy (A), im-
plikacji (C) i rbwnowaznosci (E), a takze z modalnymi opera-
torami mozliwosci i koniecznosci oraz kwantyfikatorami:

CKCpgNgNp odpowiada wyrazeniu ((p=g)A=q) = = p

ENApgKNpNq odpowiada wyrazeniu =(p V q)& (= p A = q)
L LI .
Z.25_ Nie tylko w matematyce

Notacja prefiksowa wystepuje nie tylko w matematyce.
Rozpatrzmy ponizszy diagram.

Elzbieta 4

AN

Karol 2 Andrzej 2 Edward p)

Beatrycze 1 Jakub 0

WiIheIm 3

/ Henryk 2 / Eugenia 1 Ludwika 0 /

Jerzy 0 Archie 0 Sienna 0 August 0 Savannah 0

Karolina 0 Lilibet 0 Isla0

Ludwik 0

Przedstawia on potomstwo krélowej Elzbiety Il. Aby za-
pewni¢ jednoznacznos¢ interpretacji przy kazdej osobie
w goérnym indeksie jest podana liczba poddrzew (czyli
zyjacych potomkow).

Zapis funkcyjny jest nastepujacy:

Elzbieta(Karol(Wilhelm(Jerzy, Karolina, Ludwik), Hen-

ryk (Archie, Lilibet)), Andrzej(Beatrycze(Sienna), Euge-
nia(August)), Edward(Jakub, Ludwika), Anna(Piotr(Sa-
vannabh, Isla), Zara(Mia, Lena, tukasz))).

Zapis w notacji polskiej po usunieciu nawiaséw okresla suk-
cesje do tronu brytyjskiego: po krélowej Elzbiecie bedzie
panowac ksigze Karol, potem jego najstarszy syn Wilhelm
i kolejno jego dzieci. Jesli Jerzy doczeka sie potomstwa, to
po nim bedzie z kolei jego najstarsze dziecko.

Anna 2

Plotr b

/

Mia 0

Lena0

tukasz 0




Zapis wyrazenia w notacji polskiej pozwala tatwo zbudo-
wac jego drzewo, ale nie jest pomocny przy wyliczaniu
wyrazenia. Musimy najpierw zapamietac dziatanie do wy-
konania, a potem zaja¢ sie rekurencyjnie wyliczeniem jego
argumentéw - dopiero po ich wyliczeniu dziatanie moze
by¢ wykonane. Lepiej bytoby odwréci¢ kolejnos¢ - naj-
pierw zapisa¢ argumenty, a dopiero po nich symbol dzia-
tania. Przechodzac w ten sposéb przez drzewo po dojsciu
do wezta najpierw przechodzimy przez jego poddrzewa,
a dopiero potem zapisujemy symbol dziatania. Taka nota-
Cja nazywa sie wtasnie odwrotna notacja polska albo nota-
Cja postfiksowa i réwniez pozwala na jednoznaczny zapis
bez uzycia nawiaséw. Nasze przyktadowe wyrazenie w no-
tacji postfiksowej wyglada nastepujaco:

2! 3! 21 AI AI 7161 +191 'l/l zlx

Taki zapis wyrazenia jest od razu przepisem na wyliczenie
jego wartosci z wykorzystaniem prostej struktury danych
- stosu, na ktéry sa odktadane czesciowe wyniki obliczen,
a dziatania s zawsze wykonywane na argumentach ze
szczytu stosu (w naszym przypadku - zawsze na dwéch,
ale ten sam mechanizm mozna zastosowac dla operatoréw
o dowolnej ustalonej liczbie argumentéw). Algorytm ob-
liczania polega na umieszczaniu napotkanych statych na
stosie i wykonywaniu dziatar okreslonych przez operatory.
Ponizsza tabela przedstawia wyglad stosu po przeczytaniu
kolejnych symboli, przy czym pogrubione sg argumenty na
stosie, na ktérych bedzie wykonane nastepne dziatanie.

Pozostata czes¢ Odczytany Zawartos¢

wyrazenia symbol stosu
2,3,2,\N7,6,4,9-/,2,% | 2 2
3,2,AN7,6,+,9-/2,x |3 2,3
2,\N7,6,+,9,-/,2,% 2 2,3,2
AT, 6,4,9,-1,2,% A 2,9
A7,6,+,9,-/2,x A 512
7,6,+,9,-,/,2,X 7 512,7
6,+,9,-/,2,x 6 512,7,6
T S s 258 + 512,13
9,-,/,2,x 9 512,13,9
~1,2,x - 512,4
/,2,%x / 128
2,X 2 128, 2
X X 256

Pierwszym autorem tej koncepcji byt Robert S. Barton,
pracujacy dla firmy Burroughs, ktéry w 1985 r. zapropo-
nowat algorytm przettumaczenia wyrazen arytmetycz-
nych zapisanych w klasycznej postaci nawiasowej na
kod dla komputera ze stosem. Inspiracja byta witasnie
praca tukasiewicza, na ktora trafit przypadkowo, przy-
gotowujac sie do konferencji naukowej’. Zaowocowato
to wprowadzeniem do architektury komputera B 5000
sprzetowego stosu do obstugi wywotania procedur oraz
wyliczania wartosci wyrazen. Bardzo uproscito to kompi-
lowanie i wykonywanie programéw napisanych w Algo-
lu i strukturalnej wersji Cobolu. Warto przypomnie¢, ze
w pierwotnym Cobolu nie byto w ogdle wyrazen arytme-
tycznych, w jednej instrukcji mozna byto zapisa¢ jedno
dziatanie (ADD A TO B).

Jak to zwykle w przypadku takich genialnych pomystéw
bywa, niezaleznie od Bartona z zapisu postfiksowego na
poczatku lat szes¢dziesigtych XX w. korzystaty inne osoby,
ktadace podwaliny pod budowe kompilatoréw kompute-
rowych, m.in. Charles L. Hamblin, Friedrich L. Bauer i Ed-
sger W. Dijkstra. Dijkstra zaprojektowat algorytm przettu-
maczenia tradycyjnego zapisu na ONP, korzystajacy z tzw.
gramatyki z pierwszenstwem, czyli specjalnej kategorii
gramatyk bezkontekstowych.

Zapewne notacja prefiksowa bytaby wymyslona bez
wczesniejszych prac tukasiewicza, bo taki sposéb trak-
towania wyrazen jest dos¢ oczywisty, ale to witasnie
tukasiewicz jako pierwszy dostrzegt zalety tego typu
rozwigzaniainalezy sie cieszy¢, ze péZniejsiautorzy to do-
cenili. Jest to przede wszystkim zastuga Bartona — pozo-
stalizapewne nawet nie wiedzielioistnieniutukasiewicza
i 0 jego pomysle...

2 Relacja w sprawozdaniu University of Minnesota Burroughs B 5000 Conference, 1985, Charles Babbage Institute

https://conservancy.umn.edu/handle/11299/107105
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