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Poniewaz problemy optymalizacyjne sa redukowalne do
Probleméw ze Spetnianiem Ograniczern (PSO), dlatego
skoncentrujmy sie na nich. PSO majg wiele zastosowan
w syntezie logicznej, logice, kryptografii, robotyce, uczeniu
sie maszynowym czy sterowaniu.

2=. Kolorowanie grafu

Dany jest graf G ze zbiorem weztéw N i zbiorem krawedzi E,
krawedzie sg parami weztow ejj = (nj, nj). Wezty nalezy poko-
lorowac funkcjg KOLOR: N — C, gdzie C jest zbiorem K ko-
loréw. KOLOR (n4) = czerwony oznacza pokolorowanie we-
zla ny kolorem czerwonym. Dla kazdej krawedzi ej; = (n;, n))
musi by¢ zachowane ograniczenie KOLOR (n;) = KOLOR (nj),
Co o0znacza, ze kazde dwa sasiednie wezty musza miec réz-
ne kolory. Prawidtowe pokolorowanie grafu to takie, w kt6-
rym to ograniczenie jest spetnione dla kazdej krawedzi.

Nalezy znalez¢ rozwiagzanie dla nastepujacego problemu
decyzyjnego: Czy jest mozliwe pokolorowanie grafu G przy
uzyciu K koloréw? Jesli tak, to pokaz to pokolorowanie. Graf
jest K-kolorowalny, a liczba chromatyczna tego grafu jest
K lub mniej.

Algorytm PSO konstruktywnie znajduje: rozwigzanie tego
problemu, wiecej niz jedno rozwigzanie albo udowadnia, ze
problem ten nie ma rozwigzania. Uzytkownik moze fatwo
zweryfikowag, czy problem zostat dobrze rozwigzany. Cho¢
znalezienie rozwiazania dla duzego problemu jest trudne,
weryfikacja jest tatwa. Podkre$lmy raz jeszcze, ze powyzszy
problem jest problemem decyzyjnym, a nie optymalizacyj-
nym. Odpowiedzig na wszystkie problemy PSO jest albo
Jtak” albo,nie”.

Sudoku

Wiele probleméw mozna zredukowaé do problemu ko-
lorowania grafu. Na przyktad problem 4*4 Sudoku repre-
zentowany jest przez 16 kratek w macierzy 4*4, w ktérej
pewne kratki zawieraja liczby 1, 2, 3, lub 4, a inne kratki sa
puste. Rozwigzanie polega na znalezieniu takich liczb ze
zbioru {1, 2, 3, 4} dla pustych kratek w macierzy, zeby w kaz-
dym wierszu, w kazdej kolumnie i w kazdej z 4 naroznych
2*2 macierzy wszystkie liczby byty rézne.

Wyrocznie budujemy nastepujgco. W kolorowaniu grafu
dla kazdej pary weztéw potaczonych krawedzig kompara-
tor nierébwnosci powinien dawac¢ wartos¢ 1 na swym wyj-
$ciu decyzyjnym, gdy na jego wejsciach sa rézne kolory.
Podobnie tworzymy graf uktadu wyroczni dla 4*4 Sudoku
z 16 weztami. Dla kazdych dwéch weztéw z kazdej kolum-
ny umieszczamy w wyroczni komparator nieréwnosci.
Podobnie: dla kazdych dwéch weztéw z kazdego wiersza
tworzymy komparator nieréwnosci; dla kazdego z czte-
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rech naroznych kwadratéw 2*2 i dla kazdej pary kratek
w nich tworzymy komparator nieréwnosci. Wyjscie wielo-
-argumentowej bramki iloczynu logicznego |, ktérej wej-
$ciami sg wyjscia ze wszystkich komparatoréw musi by¢
= 1 dla kazdego poprawnego rozwigzania problemu 4*4
Sudoku. Podobne wyrocznie tatwo jest utworzy¢ dla wielu
znanych tamigtéwek.

Innym problemem PSO jest stynny problem spetnialnosci
(problem SAT). Dana jest formuta F w pewnej logice (na
przyktad boolowskiej). Pytamy: czy ta formuta moze by¢
spetniona? Co znaczy: czy mozna znaleZ¢ takie wartosci
jej zmiennych wejsciowych, ze F=17 Na przyktad, formuta
F(a,b) = (a+b) « (@'+b) « (a+b’) - (a’+b’) w logice boolowskiej
nie jest spetnialna. Formuta ta jest jednak 3-spetnialna, co
znaczy, ze jesli usuniemy jeden z czterech terméw suma-
cyjnych z powyzszego iloczynu F(a,b), to formuta bedzie
spetnialna. Na przyktad, formuta Fq (a,b) = (a+b) « (a'+b) «
(a+b’) = (a+bb’) - (a'+b) = a(a’+b) = ab, zatem formuta jest
spetnialna dla wartosci wejs¢ a=b=1. Taki problem nazy-
wamy MAXSAT. Problemy SAT i MAXSAT maja setki zasto-
sowan w praktycznych inzynierskich problemach, ktére sg
redukowalne do nich. Sa to np. problemy optymalizacji
uktadéw cyfrowych czy analogowych, layoutu czy orga-
nizacji systemoéw sterowania. Réwniez takie problemy, jak
znajdowanie najlepszej drogi ewakuacji ludzi z terytorium
katastrofy elektrowni atomowej. Problem spetnialnosci
moze by¢ zredukowany do PSO. Podobnie problemy PSO
moga by¢ zredukowane do SAT.

Problemy kryptoarytmetyczne

Jeszcze inny przyktad problemu PSO to problem kryptoaryt-
metyczny: SEND+MORE=MONEY, w ktérym nalezy znalez¢
podstawienie cyfr 0-9 za litery S,ENN,D,M,ORY w jedno-
znaczny (jeden-na-jeden) sposéb tak, by powyzsze sym-
boliczne réwnanie stato sie prawidlowym réwnaniem na
liczbach. Ta prosta tamigtéwka jest maksymalnym uprosz-
czeniem podobnych probleméw w kryptografii, dziedzinie
o waznych zastosowaniach militarnych i komputerowego
bezpieczenstwa. Podobnie do probleméw SAT, kolorowa-
nia grafu czy innych problemoéw PSO, problem ten moze
by¢ rozwigzany przez wyrocznie. Niekwantowe wyrocznie
tego typu s budowane z bramek |, LUB, NIE, blokéw lo-
gicznych takich, jak predykaty (A=B) lub (A>C) oraz blokéw
arytmetycznych takich, jak sumatory czy uktady mnozace.
Predykaty w naszym systemie logiczno-arytmetyczno-pre-
dykatowym sa realizowane jako komparatory lub inne bloki
biorace dowolne argumenty, ale zwracajace wartosci logicz-
ne. Podobnie jak inne bloki, budujemy je z elementarnych
bramek logicznych, stosujac metody syntezy logicznej, spe-
cjalne metody i metody arytmetyki komputerowej.




Wszystko to pozostaje prawda, gdy konstruujemy wyrocznie
kwantowa z bramek kwantowych. Metody konstrukgji sg inne,
ale podstawowa zasada zostaje ta sama. Umiejetnos¢ projek-
towania uktadéw FPGA okazuje sie bardzo przydatna dla pro-
gramisty kwantowego. Inne oméwienie problemoéw z wyrocz-
niami mozna znalez¢ w pracy Bshouty'ego i Jacksona'.

Z.2=_ Konstruowanie wyroczni jako

kwantowych ukladow odwracalnych

Uktady kwantowe sag naturalnie odwracalne, zaréwno
poznane juz ukfady permutacyjne, jak i dowolne ukfa-
dy opisane bramkami unitarnymi. Wynika to z wtasnosci
macierzy unitarnych. Dla bramek ,istotnie kwantowych”
odwracalnos¢ ta istnieje w szerszym sensie — dla kazdej
macierzy unitarnej istnieje macierz odwrotna. Jest to wy-
korzystywane do budowania ,uktadéw zwierciadlanych’,
omoéwionych w nastepnej czesci. Istnieja rowniez ukfady
logicznie odwracalne, ktére nie zapewniajg superpozycji
i splatania, i nimi sie nie zajmujemy. W tym tekscie uktady
odwracalnych sg uktadami kwantowymi.

Konstruowanie kwantowych ukfadéw odwracalnych jest
podstawg konstrukcji wyroczni dla algorytmu Grovera.
Ogodlne wyrocznie w naszej metodologii sg zalezne od pro-
blemoéw i nawet od rozmiaréw tych problemdw. Algorytmy
kwantowe to uktady kwantowe budowane z bramek kwan-
towych, cho¢ nie tylko z binarnych odwracalnych bramek
kwantowych. Wyrocznia w algorytmie Grovera jest sercem
tego algorytmu i jest zbudowana jedynie z bramek odwra-
calnych. Projektant nowych algorytméw bazujgcych na al-
gorytmie Grovera pozostaje wiec praktycznie w domenie
boolowskiej. Inne bramki i bloki w tym algorytmie sa nie-
zalezne od problemu, zawsze te same, fatwe do projekto-
wania i dobrze znane. Nie ma potrzeby ich optymalizowac.
Uzytkownik moze znalez¢ dla nich gotowe rozwigzania
w jezyku QISKIT. Bramki Hadamarda na poczatku catego
ukfadu tworza przestrzen rozwigzan, a bramki Hadamarda
facznie z bramkami odwracalnymi stuza do implementagji
uktadéw dyfuzji, ktére transformuja krok po kroku niemie-
rzalng informacje z wyroczni do mierzalnej kwantowo infor-
macji po szeregu powtdrzen petli Grovera.

Zastosowanie algorytmu Grovera do nowego problemu
to po prostu umiejetnos¢ sfomutowania tego problemu
jako PSO, a nastepnie skonstruowanie uktadu kwantowe-
go dla wyroczni i opisanie go w jezyku kwantowym. Dla-
tego zgrubny opis funkcjonalnosci tej ogélnej wyroczni
moze by¢ wystarczajacy, a catosciowy proces tworzenia
programu dla algorytmu Grovera kompilowanego do po-

ziomu realizowalnych bramek z pewnej biblioteki kwanto-
wej — zaadaptowanego do naszego problemu - moze by¢
catkowicie zautomatyzowany. Systeméw takich jeszcze
nie ma, trwaja nad nimi prace. Kiedy projektant-programi-
sta wie, jak zbudowac¢ wyrocznie w logice boolowskiej, to
uzywajac standardowych blokéw arytmetycznych, moze
przetransformowac swoj abstrakcyjny opis do realizowal-
nych bramek odwracalnych - poprzez konwersje bramek
boolowskich do bramek odwracalnych i uzycie kwanto-
wych blokéw arytmetycznych, np. sumatora kwantowego
z biblioteki takich blokéw.

Metody translacji z logiki boolowskiej do odwracalnej sg
znane i w przysztosci zostang w petni zautomatyzowane.
Przyszte translator/symulatory jezykéw kwantowych, po-
dobnie jak obecne jezyki opisu sprzetu, takie jak System
Verilog, beda wyposazone w bardzo ztozone i inteligentne
metody syntezy i optymalizacji na poziomie systeméw, pro-
cesoréw, blokéw, uktadéw i layoutu. Z punktu widzenia pro-
gramisty bedzie to jak przejscie z poziomu programowania
w assemblerze do poziomu programowania w PROLOGU.

Jak widzimy, wyrocznia to po prostu binarny uktad kom-
binacyjny, a wiec twérca wyroczni musi mysle¢ o swym
problemie w terminach dekompozycji wszystkich abs-
trakcyjnych ograniczen problemu PSO do poziomu
znanych binarnych blokéw i realizowalnych bramek.
Funkcje odwracalne sg matematycznymi odwzorowa-
niami (jeden-do-jednego) jednych binarnych wekto-
row w inne binarne wektory. Jesli abstrakcyjna funkcja,
ktérg chcemy zakodowac¢ w naszym uktadzie lub jego
poduktadzie, nie jest funkcja jeden-do-jednego, co zwy-
kle ma miejsce, to ta funkcja nadal moze by¢ zmapo-
wana do bramek odwracalnych, ale nalezy doda¢ tak
zwane kubity dodatkowe (ancilla qubits). Problemem
jest, ze chcemy dodawac¢ minimalng niezbedna licz-
be takich kubitéw, co jest zwigzane ze sposobem ko-
dowania naszego problemu do kubitéw. Zwréémy tez
uwage, ze wiekszos¢ funkcji boolowskich, uzywanych
w typowych blokach arytmetycznych czy komparatorach
w wyroczniach, nie jest odwracalna. Projektujac bloki, mu-
simy zrealizowac je z kwantowych bramek odwracalnych.
Oznacza to, ze w kazdym bloku musimy doda¢ pewna
liczbe dodatkowych kubitéw inicjalizowanych do statych
0, aby méc zrealizowa¢ to odwzorowanie. Na przykfad
boolowski operator, dwuwejsciowy iloczyn logiczny I(a, b)
jest realizowany jako (A =a, B=b, C=ab & c) przy uzyciu
bramki Toffoliego z dodatkowym bitem ¢ = 0. Zatem to,
co nazywamy tutaj bramkami odwracalnymi czy blokami
odwracalnymi, nie musi odpowiada¢ funkcjom odwra-
calnym w sensie matematycznym, gdyz w praktycznych

1 Bshouty, J., Jackson, J.: Learning DNF over the uniform distribution using a quantum example Oracle. Proceedings of the Eighth
Annual Workshop on Computational Learning Theory, New York, 1995, s. 118-127.
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wyroczniach wiele blokéw nie jest matematycznie funk-
cjami odwracalnymi i posiada jeden lub wiecej kubitéw
dodatkowych. Te bloki odpowiadajg funkcjom boolow-
skim lub kodowanym binarnie dowolnym funkcjom
niebedacymi odwzorowaniami jeden-do-jednego. Ten
punkt czesto sprawia ktopot poczatkujacym w jezykach
kwantowych programistom.Jednaksynteza takich blokéw
z dodatkowymi kubitami pozwala projektantowi posiada-
jacemudoswiadczenie w konstruowaniu klasycznych ukta-
dow cyfrowych na natychmiastowe uzycie swojej wiedzy
i znajomosci narzedzi projektowania EDA do budowa-
nia zoptymalizowanych i chytrych wyroczni kwanto-
wych. Wystepuja tu problemy znane z klasycznej syntezy
uktadéw cyfrowych i automatéw, takie jak kodowanie®
czy synteza w specyficznych bazach logicznych typu
AND/EXOR czy - zwtaszcza - ESOP?,

Wielu autoréw tworzy wyrocznie jedynie jako matematycz-
ne koncepty, bez troski o ich praktyczng realizacje z prak-
tycznie realizowalnych bramek kwantowych. Zakfadaja oni,
ze kazda macierz unitarna moze by¢ dekomponowana do
jedno- i dwukubitowych macierzy unitarnych®, co jest ma-
tematycznie prawdziwe, ale praktycznie bardzo trudne do

policzenia. Na dodatek te wynikowe bramki moga by¢ nie-
realizowalne w praktycznym sprzecie kwantowym. Dlatego
propagowane tutaj podejscie konstrukcji uktadéw wyroczni
,0d dotu do géry”i to jedynie z bramek znanych i przebada-
nych jest bardziej praktyczne, cho¢ czasem ptacimy znaczng
cene - koniecznos¢ zastosowania dodatkowych kubitéw.

Wymaganie realizowalnosci uktadéw wyroczni jest bardzo
wazne ze wzgledu na dekoherencje, a takze wtedy, gdy
chcemy oceni¢ ztozono$¢ uktadu na podstawie liczby ele-
mentarnych bramek, a nie tylko na podstawie liczby ewa-
luacji uktadu wyroczni. Jak wiemy, algorytm Grovera daje
kwadratowe przyspieszenie nad klasycznym algorytmem
petnego poszukiwania dla tego samego problemu, liczone
w liczbie wywotan wyroczni. Wazne jest jednak, by bra¢ pod
uwage nie tylko te liczbe, lecz takze czas i koszty uktadu
poswiecone na jedno wywotanie wyroczni, na co pozwala
przedstawiona metodologia.

Co mozemy zrobic z algorytmem
Grovera?

Fundamentalna idea algorytmu Grovera polega na zna-
lezieniu rozwigzania dla Problemu Odwrotnego. Inne al-
gorytmy kwantowe, np. algorytm faktoryzacji Shora, daja
wyktadnicze przyspieszenie, ale czesto majg ograniczone
zastosowanie. Natomiast algorytm Grovera pozwala na
zredukowanie do niego bardzo wielu praktycznych proble-
méw typu PSO i optymalizacyjnych. Inne wazne algorytmy
kwantowe, ktére moga by¢ przez nas uzyte jako bloki czy
podprogramy dla nowych algorytméw wysokiego pozio-
mu, to algorytm estymacji fazy (phase estimation)?, algo-
rytm zliczania kwantowego (quantum counting)?, algorytm
szybkiej transformacji Fouriera, algorytm symulacji kwanto-
wej i algorytm probleméw algebry liniowej HHL (Harrow,
Hasidim, Lloyd). Zwré¢my uwage, ze algorytm estymacji
fazy uzywa algorytmu szybkiej transformacji Fouriera.
Algorytm zliczania kwantowego wymaga algorytmu Gro-
vera i algorytmu estymacji fazy. Algorytm Shora wymaga
algorytmu szybkiej transformacji Fouriera i algorytmu esty-
macji fazy. Wiele algorytmoéw kwantowych sieci neurono-

2 Dhawan, S., Perkowski, M.: Comparison of influence of two data-encoding methods for grover algorithm on quantum costs. 41st
IEEE International Symposium on Multiple-Valued Logic, 2011, s. 176-181; doi: 10.1109/ISMVL.2011.29.
Tsai, E., Perkowski, M.: A quantum algorithm for automata encoding. Facta Universitatis, Series: Electronics and Energetics,

2020, 33(2), s. 169-215.

3 Mishchenko, A., Perkowski, M.: Fast heuristic minimization of exclusive sums-of-products. Reed Muller 2001, Workshop.

4 Vartiainen, J.J.,, Mottonen, M., Salomaa, M.M.: Efficient decomposition of quantum gates. Phys. Rev. Lett. 2004, 92, 177902.
Khan, F,, Perkowski, M.: Synthesis of Ternary Quantum Logic Circuits by Decomposition. Proceedings of 7th International Sympo-
sium on Representations and Methodology of Future Computing Technologies, RM 2005, s. 114-118.

5 Nielsen, M., Chuang, I.: Quantum Computation and Quantum Information. Cambridge University Press, 2000.

6  Brassard, G, Hoyer, P, Tapp, A.: Quantum counting. W: K.G. Larsen, S. Skyum, G. Winskel (red.), Automata, Languages and Pro-
gramming (s. 820-831). Berlin, Heidelberg 1998; doi: 10.1007/BFb0055105.



wej wymaga algorytmu Grovera. W konkluzji — wiele cieka-
wych nowych algorytmoéw kwantowych mozemy utworzy¢
za pomocg jedynie algorytmu Grovera. Jesli jednak dodat-
kowo zrozumiemy algorytm szybkiej transformacji Fouriera
i algorytm estymacji fazy, a takze algorytm symulacji kwan-
towej, to otwieraja sie przed nami duze mozliwosci tworze-
nia algorytméw kwantowych dla nowych probleméw.

Wiele uzytecznych informacji o kwantowych odwracalnych
bramkach i ukfadach, syntezie i optymalizacji takich ukfa-
déw mozna znalez¢ w cytowanych artykutach i ksigzkach.
Algorytm Grovera ma wiele wariantéw takich jak wzmoc-
nienie amplitudy (amplitude amplification) czy inicjalizacja
stanu kwantowego (quantum initialization) do stanéw in-
nych niz |0)" czy (|0) + |1)N.

Interesujgca praca’ rozszerza idee Grovera na problemy,
ktére maja strukture. Rézne uogdlnienia sa na przyktad
uzywane w kwantowych sieciach neuronowych?® i sieciach
bayesowskich®. Przedstawione idee projektowania wyrocz-
ni czy uktadow stosuja sie tez do wielu z tych rozszerzen.

Algorytmy kwantowe realizowane z wyroczniami sg poten-
cjalnie szybsze niz klasyczne uktady boolowskie, poniewaz
wykorzystujg réwnolegtos¢ kwantowg wynikajaca z super-
pozycji. Algorytmy te operujg na wszystkich wektorach
przestrzeni rozwigzan réwnolegle (tak jakby dla kazdego
mintermu funkcji boolowskiej w wyroczni istniat osobny
klasyczny procesor wyliczajgcy wartos¢ tej funkgji). Min-
term to binarny wektor reprezentujacy iloczyn wszystkich

zmiennych tej funkgji lub negacji zmiennych. Na przyktad
dla funkcji 4 zmiennych jednym z 16 minterméw jest a’bcd
reprezentowany przez 0101.

Podczas gdy klasyczna wyrocznia potrzebowataby N razy
sprawdzac elementy przestrzeni rozwigzan o N elementach
jeden po drugim, rbwnowazna wyrocznia w algorytmie Gro-
vera jest wywolywana tylko v(N) razy, co oznacza kwadrato-
we przyspieszenie. Zatem wyrocznia kwantowa, iterowana
wystarczajaca liczbe razy jako czes¢ petli Grovera, znacz-
nie zwieksza prawdopodobienstwo znalezienia jednego
z rozwigzan problemu w pojedynczym pomiarze. Pomiar
ten jest dla wszystkich kubitéw zmiennych wejsciowych,
a czasem mierzone sg tez dodatkowe kubity.

Dotychczas omawialismy wariant algorytmu Grovera
z jednym rozwigzaniem. W nastepnym artykule z cyklu
omowimy problemy zwieloma rozwigzaniami. Zauwazmy,
ze N < 2n, gdzie n jest liczba kubitow potrzebnych do za-
kodowania rozwigzywanego problemu. Jak wspomniano,
algorytm Grovera daje kwadratowe przyspieszenie w po-
rébwnaniu do tego samego problemu rozwigzywanego
klasycznie. Zauwazmy jednak, ze to kwadratowe przy-
spieszenie odnosi sie jedynie do problemoéw $lepego
petnego przeszukiwania przestrzeni rozwigzan. Algorytm
Grovera nie jest zatem panaceum. Kiedy chcemy zasto-
sowac ten algorytm do rozwigzania nowego problemu,
musimy sie najpierw zapyta¢ o ztozonos¢ najlepszego
znanego obecnie algorytmu klasycznego dla rozwiagzania
tego problemu.
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