Pomysl komputacyjnie
zanim zaczniesz programowac

Artykut jest komentarzem do tekstu,, O sztuce programowania” (Domena 2/2023)
Janusza Zalewskiego', w ktérym wyjasnia i uzasadnia, w jakim sensie programowanie
jesti moze by¢ sztuka, opierajac sie na opiniach czotowych informatykow lat 70. XX w.
Wczesniej, gdy informatyka dopiero stawata sie samodzielna dyscypling, Alan Perlis’
uzasadnial, ze informatyke nalezy uwazac za cze$¢ edukacji ogolnej i ze kazdy powinien
nauczyc sie programowac (ang. computer science should be considered part of a liberal
education, and that everyone should learn to program)’. Twierdzit, ze programowanie
jest podstawowa umiejetnoscia intelektualna, podobnie jak matematyka, a komputery
~beda uczestniczy¢ w niemal kazdym intelektualnym przedsiewzieciu”.

\ Maciej M. Systo

matematyk i informatyk, wyktadowca w Warszawskiej Wyzszej Szkole Informatyki.

W potowie lat 60. XX w. przygladat sie pierwszym zajeciom z programowania w dwoch

LO we Wroctawiu, a w latach 80. wiaczyt sie w przygotowanie ucznidw, nauczycieli i szkét na
ekspansje komputeréw w edukacji. Za swoj najwiekszy sukces uznaje utrzymanie, wbrew
tendencjom w kraju i za granica, wydzielonych zaje¢ z informatyki w szkotach, a ostatnio

- objecie nauczaniem informatyki i programowania wszystkich uczniéw na wszystkich
poziomach edukacyjnych. Teraz upowszechnia myslenie komputacyjne jako uzupetnienie
tradycyjnych kompetencji 3R — czytania, pisania i rachowania.

Wiecej na http://mmsyslo.pl oraz https://pl.wikipedia.org/wiki/Maciej_Marek_Systo.

Do tego wizjonerskiego — wtedy — przekonania o roli pro-  takich umiejetnosci, ktére faktycznie jest poszerzeniem
gramowania i informatyki nie trzeba juz specjalnie przeko- ~ znanego podejscia do rozwigzywania probleméw z wyko-
nywac. Powszechne stato sie nawotywanie do nauki progra- ~ rzystaniem myslenia algorytmicznego, obecnego w pod-

mowania wszystkich uczniéw, jako umiejetnosci przydatnej stawie programowej szkolnej informatyki w naszym kraju
w ich dalszym ksztatceniu i rozwoju zawodowym oraz zyciu od potowy lat 90. XX w. Znaczng cze$¢ mojej wypowiedzi
osobistym. Wykreowano w tym celu $rodowisko myslenia ilustruje przyktadami programoéw, ktére w pewnym sensie
komputacyjnego, wspomagajace proces dochodzenia do s piekne jako dziefa sztuki programowania.

1 ). Zalewski, O sztuce programowania, Domena 2/2023, 66-68.

2 Alan Perlis (1922-1990). Uznawany za ojca informatyki (ang. computer science) jako samodzielnej dyscypliny akademickiej.
Tworca systemdw i jezykdw programowania, m.in. jezyka Algol 60, ktory odegrat przetomowa role w rozumieniu programowania
nie tylko jako praktycznej umiejetnosci pracy z komputerem, lecz réwniez jako obiektu badan. Uznawat jezyki programowania
i algorytmy za centralne pojecia informatyki. W latach 1962-1964 byt prezesem amerykanskiego towarzystwa informatycznego
ACM i to za jego kadencji ACM opublikowato pierwsze zalecenia dla studiéw informatycznych na poziomie licencjackim.

W uznaniu zastug, w 1966 roku Alan Perlis otrzymat jako pierwszy Nagrode Turinga.

2 Jest to konkluzja z wystagpienia Alana Perlisa na konferencji z okazji 100-lecia MIT, zamieszczona w M. Guzdial, E. Soloway,
Computer Science Is More Important Than Calculus: The Challenge of Living Up to Our Potential, inroads 2/35, 2003, 5-8, Petny
tekst wystapienia: A.J. Perlis, The Computer in the University, w: M. Greenberger (ed.), Computers and the World of the Future, MIT
Press, 1962, 180-217.
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5.am_  Sztuka programowania

Podobnie jak pionier informatyki Donald Knuth, wigkszos¢
zawodowych informatykow, bliskich akademii, uzasadnia,
ze programowanie jest sztuka (przyjmujac réwniez argu-
menty innych, jak: Dijkstry, Bentleya czy Kernighana). Sam
Knuth w swoim wielotomowym dziele* akcentuje przede
wszystkim podejscie matematyczne, a w rezultacie - algo-
rytmiczne do stosowania komputeréw. Wystarczy przyto-
czy¢ tytuty kolejnych toméw: 1. Fundamental Algorithms,
2. Seminumerical Algorithms, 3. Sorting and Searching,
4. Combinatorial Algorithms, 5. Syntactical Algorithms. Dla
zainteresowanych programowaniem ma rade (Tom 1,
przedmowa, str. xii): ,Czytelnik, ktéry jest zainteresowany
przede wszystkim programowaniem, a nie zwigzana z nim
matematyka, moze przestac¢ czyta¢ wiekszo$¢ rozdziatow,
gdy tylko matematyka stanie sie wyraznie trudna.” (ang.
A reader who is interested primarily in programming rather
than in the associated mathematics may stop reading most
sections as soon as the mathematics becomes recognizably
difficult). Dla osob zainteresowanych programowaniem
dopiero na stronie 120 pierwszego tomu zdefiniowat jezyk
MIX dla nieistniejacej maszyny o tej samej nazwie, bedacej
jednoczednie maszyna binarna i dziesietna. Mozna miec
watpliwosci, na ile MIX byt i jest wykorzystywany przez
czytelnikéw jego dzieta - osobom zainteresowanym ma-
tematyka i algorytmika programy w tym jezyku niewiele
wnoszg, z kolei zainteresowani gtéwnie programowaniem
- do tych programéw nie przedra sie przez gaszcz dosc
zaawansowanej matematyki.

Reasumujac, dzieto Knutha oferuje czytelnikom - zaréwno
informatykom, jak i programistom - gtéwnie sztuke pro-
gramowania w rozumieniu sztuki algorytmizowania. Tego
watku zwigzanego z programowaniem Janusz Zalewski
dotyka w ostatnim punkcie swojej wypowiedzi.

5= Myslenie komputacyjne

Pojecie myslenia komputacyjnego (ang. computational
thinking) zrobito w ostatniej dekadzie zawrotna kariere. Po-
jawia sie niemal w kazdym dokumencie, publikacji i prezen-
tacji dotyczacych zwilaszcza edukacji informatycznej i jej
powiazan z innymi edukacjami. Mozna odnie$¢ wrazenie,
Ze to inna nazwa tego, co wczesniej wystepowato pod na-
zwa ,myslenie algorytmiczne”, jednak jest to ,nowa jakos¢”

w ksztatceniu, przede wszystkim informatycznym, ktére
ktadzie fundamenty pod zrozumienie i stosowanie tego
sposobu myslenia z jednoczesnym otwarciem szerokiego
pola do jego stosowania we wszystkich innych przedmio-
tach szkolnych i dziedzinach wiedzy oraz aktywnosci.

Niektérzy w propozycji myslenia komputacyjnego, adreso-
wanego do wszystkich, widza analogie z idea z poczatkéw
lat 60., gdy Alan Perlis twierdzit, ze kazdy powinien nauczy¢
sie programowac w ramach edukacji powszechnej, widzac
W programowaniu sposéb na zrozumienie ,teorii obliczer’,
co z kolei spowoduje zrozumienie szerokiej gamy zagad-
nien z réznych dziedzin w terminach obliczen.

Dzisiaj jest juz truizmem stwierdzenie, ze auto-
matyzacja (komputeryzacja) proceséw zmienia
postrzeganie — zaréwno przez profesjonalistow,
jak i zwyktych ludzi - swojej pracy i roli w swo-
ich spotecznosciach i spoteczenstwie. Komputery
maja wptyw na wszystkie dziedziny zycia i bedzie
sie on tylko powiekszat, nalezy wiec wszystkich
przygotowac¢ do korzystania z tego narzedzia
i wyposazy¢ w towarzyszace procesy myslowe,
uczulajac jednoczesnie na aspekty spoteczne
tych rewolucyjnych zmian, powodowanych przez
rozwéj technologii. Gléwnym celem integra-
cji myslenia komputacyjnego w edukacji, obok
przygotowania uczniéw do zawoddw jutra z naci-
skiem na rozwigzywanie problemoéw, jest przede
wszystkim ksztaltowanie sposobéw myslenia
z tym zwigzanych.

Juz w 1980 r., a p6zniej w 1996, o mysleniu komputacyj-
nym pisat Seymour Papert, wyprzedzajac swoimi ideami
konstruktywistycznymi mozliwoéci technologii®. Jean-
nette Wing ozywiajac myslenie komputacyjne w 2006 r.°,
okreslita tym terminem ,uzyteczne postawy i umiejetno-
$ci, jakie kazdy, nie tylko informatyk, powinien stara¢ sie
wyksztatci¢ i stosowac” (ang. a universally applicable attitu-
de and skill set everyone, not just computer scientists, would
be eager to learn and use). Chociaz myslenie komputacyjne
uznata wtedy za skrét od ,mysle¢ jak informatyk” (ang.
thinking like a computer scientist), pod wptywem szerokiej
dyskusji na temat definicji i znaczenia tego terminu przy-
jeta pdzniej, ze:

N o v o»

D.E. Knuth, Sztuka programowania, Tomy 1-3 , WNT, Warszawa 2002.

M.M. Systo, Ewolucja urzadzen i przyrzadéw do obliczen na drodze do komputeréw w edukacji, Meritum 4(67) 2022, 16-24.
J.M. Wing, Computational thinking, Comm. ACM 3/49, 2006, 35-37.

Peter Denning (2009), informatyk, starat sie ostudzi¢ zapedy informatykow: , Wy, informatycy, jestescie nienasyceni! Najpierw

chcecie, abysmy uczestniczyli w waszych kursach dotyczacych alfabetyzacji i biegtosci [komputerowejl. A teraz chcecie,

abysmy mysleli jak wy".
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»” Mpyslenie komputacyjne to procesy

myslowe angaZowane w formulowanie
problemu i przedstawianie jego rozwigzan
w taki sposob, aby komputer®

- a najczesciej cztowiek z maszyng

- mogl skutecznie wykonac.

Jest to obecnie najpowszechniej przyjmowane okreslenie
myslenia komputacyjnego jako aktywnosci umystowych
towarzyszacych rozwigzywaniu problemoéw i rozumieniu
przy tym ludzkich zachowan poprzez odwotywanie sie do
podstawowych poje¢ informatyki. Wing podkreslita, ze my-
Slenie komputacyjne jest zwigzane z tym, jak ludzie mysla,
jak ludzie rozwigzujg problemy, a nie ma na celu sktonienia
ludzi, by mysleli tak, jak (dziatajg) komputery. To ludzie na-
daja dopiero moc komputerom i wykorzystujg je w rozwia-
zywaniu probleméw na swoéj sposéb. To umiejetnos¢ czto-
wieka myslenia z komputerem jako narzedziem.

Wing uznata tez, ze myslenie komputacyjne stanowi na-
turalne poszerzenie’ kompetencji okreslanych jako 3R
(Reading, wRiting, aRithmethic) o jednoczesne rozwijanie
umiejetnosci stosowania metod pochodzacych z informa-
tyki i analitycznego myslenia przy rozwigzywaniu proble-
mow pochodzacych z réznych dziedzin. Dodata przy tym
swojg wizje: tak jak prasa drukarska przyczynita sie do roz-
przestrzeniania sie tych 3R, tak komputery przyczynia sie
do rozpowszechniania sie myslenia komputacyjnego.

Podana definicja myslenia komputacyjnego jest bardzo
0gdlna, zwtaszcza dla nauczycieli, ktérzy chcieliby ja prze-
tozy¢ na praktyczne dziatania w klasie, a takze dla uczniéw,
ktorzy mieliby nabywac i postugiwaé sie tym sposobem
myslenia podczas rozwigzywania problemoéw. Doceniajac
znaczenie myslenia komputacyjnego dla uczniéw i dla na-
uczycieli, gtéwnie jako zestawu praktyk, ktére wymagaja
zaréwno wiedzy, jak i umiejetnosci, nalezy odpowiednio
przetozy¢, rozwina¢ i skomentowaé, czym jest, by zostato
ono uwzglednione w podstawach i programach nauczania,
a takze mogto by¢ odpowiednio oceniane.

Z podanej definicji myslenia komputacyjnego wynika, ze s
to procesy myslowe prowadzace do realizacji (implementa-

¢ji) rozwiagzania za pomocg komputera lub w inny sposéb.
Musimy jednak by¢ swiadomi, ze zanim postuzymy sie kom-
puterem, sam problem nalezy najpierw zrozumie¢ i dobrze
okresli¢ oraz znalez¢ sposob jego rozwigzania. Temu wiasnie
stuzy myslenie komputacyjne, co jest odzwierciedlone w ko-
lejnych etapach jego operacyjnej definicji, ktéra podajemy
tutaj w wersji wystepujacej w naszej podstawie programo-
wej informatyki juz w 1997 r. pod nieco inng nazwa. Ten fakt
jest potwierdzeniem opinii Denninga'®, ze: ,Myslenie kom-
putacyjne ma dtugg historie w informatyce. Znane w latach
50. i 60. jako «myslenie algorytmiczne», oznacza mental-
na orientacje na formutowanie probleméw jako konwersje
pewnego wejscia na wyjscie i szukanie algorytmdw do prze-
prowadzenia tej konwersji” (ang. Computational thinking has
a long history within computer science. Known in the 1950s and
1960s as ,algorithmic thinking”, it means a mental orientation
to formulating problems as conversions of some input to an
output and looking for algorithms to perform the conversions)"".

Uczen:

definiuje sytuacje problemowa w postaci jej spe-

cyfikacji okreslajacej dane [abstrakcjal, oczekiwa-

ne wyniki i zwigzki miedzy danymi i wynikami

[logiczne mysleniel;

projektuje plan rozwigzania problemu — wyod-

rebnia podproblemy [dekompozycjal i wskazuje

powiazania miedzy nimi;

wybiera sposéb rozwigzania problemu:

o tworzy algorytm [myslenie algorytmicznel,

o wykorzystuje istniejagce oprogramowanie lub
programuje metode rozwigzywania w wybra-
nym jezyku programowania [abstrakcja, imple-
mentacja, programowaniel;

analizuje poprawnos¢ algorytmu i jego implemen-
tacji [debugowanie], testuje program [testowanie];
ocenia poprawnos¢ rozwigzania [logiczne mysle-
nie] i jego efektywnos¢ oraz ztozonos¢ [ewaluacjal;
rozwigzuje ztozone projekty w zespole [wspodt-
pracal;

wybiera i rozwiagzuje problemy z réznych przed-

miotéw szkolnych [zastosowania informatyki

w innych przedmiotach, uogdlnianiel.

8 Na podstawie klasycznych zrédet, np. (Webster’s New World Dictionary, 1969): computer to: 1. a person who computes; 2. a device

used for computing.

Dopisywanie kolejnych umiejetnosci do 3R nalezy czyni¢ z umiarem. Na przetomie wiekdw XX/XXI 3R uzupetniano o T, czyli

zastosowania informatyki, gtéwnie postugiwanie sie gotowymi aplikacjami - przezywalismy to w Polsce, chociaz informatyka
nigdy nie znikneta z podstaw programowych. Obecnie pojawiaja sie propozycje dopisania do 3R kolejnego R dla uznania
znaczenia algoRytmiki, a takze P od Programowania, w obu przypadkach bytoby to znaczagcym zawezeniem petnego

znaczenia myslenia komputacyjnego.

10 P.J. Denning, Beyond Computational Thinking, Comm. ACM 6/52, 2009, 28-30
1T M.M. Systo, Informatyka z komputerem w tle (unplugged revisited), W cyfrowej szkole, 3/2023
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W powyzszej wersji okres$lenia, czym jest myslenie algo-
rytmiczne, zostaly wstawione (pisane kursywg) niektore
sposoby rozumowania, ktérych zespét uznaje sie za inng
definicje myslenia komputacyjnego™. Myslenie komputa-
cyjne jako myslenie algorytmiczne ma wiec dtuga tradycje
w ksztatceniu informatycznym w Polsce. W nastepnych la-
tach te zatozenia programowe powtarzano z niewielkimi
przeformutowaniami, skierowano je réwniez do szkét pod-
stawowych i gimnazjéw. Zostaty uwzglednione w obowia-
zujacej obecnie podstawie programowej.

Myslenie komputacyjne, zwlaszcza w wersji operacyjnej de-
finicji, wpisuje sie w opinie Wiadystawa M. Turskiego, cyto-
wang przez Janusza Zalewskiego: ,przede wszystkim musi-
my uczy¢ myslenia problemowego... aby nasi programisci
mysleli w kategoriach probleméw, ktére rozwigzuja, a nie
w kategoriach technik programowania, ktére stosuja.”

HE B
5 ==_  Przyktady pieknych programoéw
Pokusitem sie o osobisty wybor kilku programéw. Ich piek-
no krétko uzasadniam, podaje jednak same kody, bez ich
wyprowadzania, bez matematyki i algorytmiki, bardzo pro-

stej, ktdra za nimi stoi, to na 0g6t sg znane fakty.

Schemat Hornera

Schemat Hornera to metoda obliczania wartosci wielomianu
o znanych wspétczynnikach (w programie sa one umieszczo-
ne na liscie a). Podat go William Horner w 1819 r., wczedniej
znat go Isaac Newton i oczywiscie Chinczycy. Sam program
jest piekny! tatwo zauwazy¢, ze oblicza wartos¢ wielomianu
stopnia n za pomocg n mnozen i n dodawan. Allan Borodin
udowodnit w 1971 r,, ze nie da sie szybciej oblicza¢ wartosci
wielomianu, czyli za pomoca mniejszej liczby dziatarh - i to
jest ekstra piekno tego algorytmu i programu. Dodatkowo,
to jego piekno podkresla ogrom zastosowan w obliczeniach
numerycznych, bowiem wartosci kazdej funkgji sa obliczane
jako wartosci odpowiednich wielomianow.

# Schemat Hornera
def Horner(a,x):
y=a[0]
for i in range(l,len(a)):
y=y*x+a[i]
return (y)

Trojkaty
Program obok rozwiazuje zadanie z | Olimpiady Infor-
matycznej"” w uproszczonej wersji: dany jest cigg liczb

naturalnych wiekszych od zera bedacych dtugosciami
bokoéw tréjkata i nalezy zbada¢, czy z kazdych trzech
odcinkéw z tego zbioru mozna zbudowac troéjkat. Pro-
gram moze nie jest piekny, ale jest wynikiem bardzo
tadnego rozumowania.

Kazdy uczen zna tzw. warunek tréjkata, ktérego spetnie-
nie gwarantuje, ze z trzech odcinkédw mozna zbudowac¢
tréjkat: suma dtugosci kazdych dwéch odcinkéw powin-
na by¢ wieksza niz dtugos¢ trzeciego odcinka. W czym
wiec tkwi problem, by zaprogramowac rozwigzanie tego
zadania? Po pierwsze, jesli n jest liczba danych, to spraw-
dzenie warunku tréjkata dla wszystkich tréjek zajmie czas
rzedu n’, a rozwiazania zadan olimpijskich sa oceniane
réwniez pod wzgledem efektywnosci dziatania. Po dru-
gie, liczba danych moze by¢ tak duza, ze nie zmieszcza
sie w pamieci, do ktérej miaty dostep programy w jezyku
Pascal (byto to w latach 1993/1994). Miejsce wiec na btysk
programisty! Otéz, z trzech odcinké4w mozna zbudowad
trojkat wtedy i tylko wtedy, gdy suma dtugosci dwdch
najkrétszych odcinkéw jest wieksza niz dtugos¢ najdtuz-
szego odcinka'. Dla rozwigzania powyzszego zadania
wystarczy wiec znalez¢ w ciggu liczby: najmniejsza, druga
najmniejsza i najwieksza — wystarczy w tym celu jedno-
krotnie przejrze¢ ciag danych - a nastepnie sprawdzi¢,
czy suma dwéch pierwszych jest wieksza od trzeciej, co
tez robi nasz program. Ztozonos¢ tego algorytmu/progra-
mu jest wiec liniowa wzgledem n i to jest piekne w tym
rozwigzaniu tego zadania.

# Boki tréjkatow
def Tréjkaty():
minl,min2,mxa=10e6,10e6, -1
filepath="dane. txt"
f=open(filepath, "r")
for line in f:
a=int(line)
if a < min2:
if a < minl:
min2,minl=min1,a
else:
min2=a
else:
if mxa < a:
mxa=a
if minl+min2 > mxa:
print('Tak")
else:
print('Nie"')

12 J.M. Wing, Computational Thinking Benefits Society, 2014, http://socialissues.cs.toronto.edu/index.html|%3Fp=279.html

13 Autorem zadania jest Piotr Chrzastowski-Wachtel. M.M. Systo (red.), | Olimpiada Informatyczna 1993/1994, Warszawa,

Wroctaw 1994, 36-42.

14 Szkoda, ze na lekcji matematyki (geometrii) w szkole nie podaje sie takiej wersji warunku tréjkata.




Czasem uzywam tego zadania, by zademonstrowac gtéwnie
matematykom réznice miedzy mysleniem i rozwigzaniem
matematycznym (rzedu n’) a informatycznym (liniowe). Nie-
stety, ku mojemu zdziwieniu, nie powala to ich z n6g.”

Liczby Fibonacciego

Generowanie liczb Fibonacciego to jedno ze statych za-
dan, obok obliczania silni, ktérymi zarzucani sa ucznio-
wie na lekcjach informatyki. W obu przypadkach celem
jest zachecenie ich do postuzenia sie rekurencja, mimo
ze jedne i drugie liczby nie maja jakich$ specjalnych za-
stosowan w tym, co uczniowie robig w szkole. Utworze-
nie programéw rekurencyjnych nie nastrecza uczniom
specjalnych kfopotéw - wystarczy zapisa¢ odpowiednie
wzory w notacji jezyka programowania.

Chociaz rekurencja - jak zatytutowatem jeden z rozdzia-
téw w swojej ksigzce'°~ to metoda ,jak zrzuci¢ robote na
komputer’, pozostaje jednak pytanie, czy uczniowie do-
ciekaja i poznaja, jak komputer wykonuje programy reku-
rencyjne? Czy dostrzegaja w realizacji rekurencji wtasciwy
dla niej,,model kopiowania”, czy raczej postuguja sie bted-
nym ,modelem petli’, uznajac rekurencje za inny sposéb
realizacji iteracji?

# Liczby Fibonacciego rekurencyjnie
def FibRek(k):

if k <= 2:
return 1
else:

return FibRek (k-1)+FibRek (k-2)

Janusz Zalewski cytuje w swoim artykule Briana Kernigha-
na, wedtug ktérego [...] rekurencja to strzat w dziesigtke. Ta
fundamentalna technika programistyczna prawie zawsze
prowadzi do powstania mniejszego, przejrzystego i bardziej
eleganckiego kodu niz jego odpowiednik napisany przy za-
stosowaniu petli. Jednak znajomosc¢ realizacji rekurencji
w komputerze jest niezbedna, by wiedzie¢, jak rozrzutne
moga by¢ takie obliczenia. llustruje to obok slad wywotan
funkcji rekurencyjnej przy obliczaniu wartosci FibRek(6).
Widac wielokrotne obliczanie tych samych wartosci Fs i F,.

Rekurencja jest jednak bardzo waznym sposobem ro-
zumowania i podejsciem do projektowania obliczen,
a w ogolnosci - ekspresji, ktéra moze mie¢ postac graficz-

Slad wywolan przy obliczaniu Fs;
Wywolaj: Fs

Wywolaj: Fs
Wywolaj: Fy
Wywolaj: F3
Pobierz: F»,=1
Pobierz: Fi=1
Zwrbdé: Fa=F+F1=1+1=2
Pobierz: =1

ZWrbC: Fy=F3+F>=2+1=3
Wywolaj: Fj

Pobierz: F»=1
Pobierz: F=1
Zwrbé: Fy=F+Fi=1+1=2
ZWwrédeé: Fs=F4+F3=3+2=5
Wywolaj: Fy
Wywolaj: F3
Pobierz: F»=1
Pobierz: Fi=1
ZWr6eé: Fy=Fo+F1=1+1=2
Pobierz: F»=1

ZWr6é: Fy=F3+F>=2+1=3
ZWr6é: Fe=Fs+F;=5+3=8

na, dzwiekowa, multimedialna. Dostrzegt to juz w 1980 r.
Seymour Papertw swoich Burzachmézgéw' piszac (str.94):
Ze wszystkich pomystdw, jakie przedstawitem dzieciom, re-
kurencja wyréznia sie jako idea, ktéra potrafi wywoftac szcze-
go6lnie entuzjastyczne reakcje. Mysle, ze czesciowo dlatego,
Ze idea wiecznego poruszania sie pobudza fantazje kazdego
dziecka, a czesciowo poniewaz sama rekurencjia ma swo-
je korzenie w kulturze ludowej. To wieczne poruszanie sie
odnosi sie do rysowania nieskoniczonych spiral za pomoca
programow z rekurencjg ogonowg (tail), ktéra faktycznie
jest wykonywana jak iteracja.

OTO SPIRALA BOK
NAPRZOD BOK
PRAWO 91
SPIRALA BOK + 2

15 Wytrwatym czytelnikom polecam inne zadanie o tréjkatach z Il Olimpiady Informatyczne, ktérego autorem byt réwniez
Piotr Chrzastowski-Wachtel. Napisz program, ktéry dla skoriczonego ciggu dodatnich liczb catkowitych, nie wiekszych niz
miliard, reprezentujacych dtugosci odcinkéw, znajduje trzy liczby, ze z odpowiadajacych im odcinkéw mozna zbudowa¢
trojkat. Wskazéwka. Program moze miec stata ztozono$¢, nie zalezna od dtugosci ciagu. W rozwiazaniu przydatne moga sie

okazac liczby Fibonacciego.

16 Patrz rozdz. 5 w ksigzce M.M. Systo, Piramidy, szyszki i inne konstrukcje algorytmiczne, Helion 2015.

17°S. Papert, Burze mézgéw. Dzieci i komputery, WN PWN 1996 (oryginat Bacic Books, 1980).




Powyzszy program w Logo' ilustruje, jak prosto dzieci moga
zapisa¢ w postaci rekurencji rysowanie spirali. Papert pro-
ponowat przy tym, by najpierw fizycznie przechodzity one
po spirali — program jest wiasnie zapisem takiego przecho-
dzenia: idZ do przodu z krokiem poczatkowym, skrec troche
bardziej niz w prawo, i kontynuuj z coraz dtuzszym krokiem.
To podejscie, wigzace sie z kinestetyczna (ruchowa) aktyw-
noscia uczniéw, wyzwalania mysli i tworzenia wzorcéw my-
$lenia, bazujace na relacjach ze swiatem fizycznym, Papert
nazwat syntonicznoscig ciata.

Fan=Fha+ F?
Fan = 2Fn-1 Fo+ F?
Fo=0iFi=1

Poniewaz ponownie, po prawej stronie sg po 2-3 odwo-
tania do liczb Fibonacciego, realizujemy obliczenia w spo-
sob iteracyjny.

Tyle na plus rekurencji, ktéra fak-
tycznie jest Swietnym narzedziem
do rysowania przepieknych spi-
ral, a zwtaszcza fraktali. Jednak
juz w takim przypadku, jak liczby

def FibLog(k):

while k > 0:
if k % 2

# Liczby Fibonacciego iteracyjnie Log
Fibl,Fib2,FibEven, Fib0dd=1,0,1,0

'= 0:

Fibonacciego, rekurencyjna reali-
zacja wzoru na te liczby prowadzi
do obliczen w czasie rosnacym wy-
ktadniczo - co nie jest juz piekne

Pom=Fib2*FibEven;

Fib2,Fibl=Fibl*FibEven+Fib2*Fib0Odd+Pom, Fibl*FibOdd+Pom;
if k> 1:

Pom=FibEven*FibEven;

FibEven, FibOdd=2*FibEven*Fib0Odd+Pom, FibOdd*FibOdd+Pom

-awynika z dwukrotnego odwota-
nia po prawej stronie wzoru.

k=k // 2
return (Fib2)

Na szczescie mozemy ten wzor
zrealizowac¢ iteracyjnie, réwniez
w postaci krétkiego, przejrzystego i eleganckiego kodu
(Kernighan), ktéry zapewnia obliczenia w czasie liniowym
wzgledem numeru generowanej liczby.

# Liczby Fibonacciego iteracyjnie
def FibIter(k):
Fk,Fkl=1,1
for i in range(k-2):
Fk, Fk1=Fk+Fk1l, Fk
return Fk

Czy to juz petnia szczedcia programisty-artysty? Niezupet-
nie. Czas teraz na odwotanie sie do ,myslenia logarytmicz-
nego’, ktére mozna uznac za efekt podejscia dziel i zwycie-
zaj, popularnie zwanego metoda przez potowienie'.

W przypadku wyszukiwania elementéw w ciggu uporzad-
kowanym dzielimy cigg na p6tiw kazdym kroku cigg male-
je o potowe. W rezultacie, liczba krokéw w tym wyszukiwa-
niu w ciggu o n elementach, to ile razy nalezy podzieli¢ n
przez 2, aby otrzymac 1, a to jest inna definicja logarytmu
przy podstawie 2 z n (a doktadniej powata z takiej liczby).

W przypadku liczb Fibonacciego wystarczy postuzy¢ sie wzo-
rem rekurencyjnym, w ktérym sa odwotania do tych liczb, ale
o indeksach o potowe mniejszych. Mamy takie wzory:

Program juz nie jest ani krotki, ani przejrzysty, ani ele-
gancki, ale jego piekno tkwi w tym, ze dziata w czasie
logarytmicznym wzgledem numeru generowanej licz-
by i dziata zdecydowanie najszybciej, o czym mozna sie
przekona¢, wykonujac na komputerze poréwnanie z in-
nymi algorytmami dla liczb Fibonacciego™.

Algorytm Euklidesa

Na zakonczenie czas na klasyke sprzed blisko 2500 lat,
czyli algorytm Euklidesa. By znalez¢ NWD (n,m) — Naj-
wiekszy Wspdlny Dzielnik dwoch liczb ni m, n = m -
odejmujemy mniejsza m od wiekszej n, tak dtugo jak
sie to da, czyli dzielimy n przez m, i powtarzamy ten
krok z m i reszta z tego dzielenia, az mniejsza z liczb
stanie sie zerem. To doktadnie tak, jak opisat Euklides
w swoich wiekopomnym dziele Elementy. Oto program
z prosta rekurencyjna realizacja tego algorytmu.

# Algorytm Euklidesa
def EuklidRek(n,m):
if m > n:
return EuklidRek (m,n)

else:
if m == 0:
return n
else:

return EuklidRek(m,n % m)

18 To niewielka modyfikacja programu z Burz mézgéw Paperta.

19 M.M. Systo, A.B. Kwiatkowska, Mysl logarytmicznie!, Delta 12/2014, 10-13.
20 Patrz rozdz. 6 w ksigzce M.M. Systo, Piramidy, szyszki i inne konstrukcje algorytmiczne, Helion 2015.
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Czy nie jest piekny jako tekst? Uzasadnijmy to gtebiej w po-
dobny sposoéb jak we wczesniejszych przypadkach - tym,
co sie pod nim kryje. W tabelce:

n m reszta
34 21 13
21 13 8
13 8 5

8 5 3

5 3 2

3 2 1

2 1 0

umieszczono wyniki dziatania tego algorytmu dla dwéch
liczb n=34im=21.Zwr6¢my uwage na liczby w trzeciej
kolumnie - to kolejne reszty z dzielenia. Mozna zauwazyg,
ze w kazdej parze co drugich liczb ta ponizej jest mniejsza
od potowy tej powyzej! To kapitalna obserwacja, ktora nie
tak trudno jest udowodni¢ np. geometrycznie, proponu-
jemy sprébowac. A zatem algorytm Euklidesa jest meto-
da potowienia w co drugim kroku. Great! Stad wynika, ze
ztozonos$¢ tego algorytmu jest logarytmiczna. Nie przy-
kuto to jednak uwagi Euklidesa, wielka szkoda. Miat szan-
se stac sie przy okazji odkrywca logarytmu, ktéry wpro-
wadzit do matematyki dopiero John Napier w 1614 r. To
jest przepiekny fakt w algorytmice — algorytm Euklidesa,
ktéry chyba najczesciej byt i jest kojarzony z pojeciem al-
gorytm, wynaleziony ponad 2000 lat temu, poddany dzi-
siejszej analizie okazuje sie by¢ algorytmem optymalnym
(z doktadnoscia do statej proporcjonalnosci) w sensie zto-
zonosci obliczeniowej!

A liczby 34 i 21 uzyte w ilustracji tego algorytmu powyzej
to dwie kolejne liczby Fibonacciego. | ciekawostka, réwnie

piekna: algorytm Euklidesa wykonuje najwiecej iteracji
wiasnie dla dwodch kolejnych liczb Fibonacciego. Zbieg
okolicznosci? Niezupetnie, w kolejnych krokach tego algo-
rytmu dla takich liczb ilorazy sa mozliwie najmniejsze i wy-
nosza 1, a ciag generowanych reszt to ciag Fibonacciego.

=:==_ Uwagi konncowe

Powyzsze przyktady ilustrujg opinie Janusza Zalewskie-
go, ze ,sztuke programowania nalezy rozumiec jako
sztuke rozwigzywania probleméw, czyli tworzenia algo-
rytméw”, ewentualnie dodatkowo takze w postaci ich
komputerowej realizacji. Ale sztuka i pieknem nie jest
sam program, a ukryta pod nim droga rozumowania -
myslenia komputacyjnego — prowadzaca do rozwigzania
zapisanego w programie.

Na koniec jeszcze komentarz do ksigzek o programowa-
niu, ktéorych tytuty i zawarto$¢ sprowokowaty Janusza
Zalewskiego. Powstaje ich bardzo wiele. To efekt roz-
woju istniejgcych i nowych jezykéw i srodowisk progra-
mowania, jak réwniez polityki edukacyjnej i rzadowej,
by kazdy, w tym zwtaszcza uczen, posiadt umiejetnos¢
programowania. Strategia myslenia komputacyjnego
moze gwarantowad, ze rzeczywiscie umiejetnosci pro-
gramowania znajda swoje witasciwe miejsce w procesie
znajdowania rozwigzan probleméw. Kadry edukacji in-
formatycznej postepuja tak od dawna, czego przykfa-
dem moze by¢ jeden z pierwszych podrecznikéw do
nauki programowania®' zespotu z Uniwersytetu Wroctaw-
skiego. We Wstepie autorzy napisali: Myslg przewodniq
ksiqgzki pozostaje splot dwu zagadnien: prezentacji jezyka
programowania i programowania jako przedmiotu dzia-
talnosci intelektualnej pozostajqcego w zwiqzku, ale i poza
wszelkimi konkretnymi jezykami! Stad tez tytut tej ksiazki,
,Programowanie i Logo” - a nie ,Programowanie w Logo”.

21 E. Gurbiel, H. Krupicka, Z. Ptoski, Programowanie i Logo, Wydawnictwo Uniwersytetu Wroctawskiego, Wroctaw 1987.
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